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1. Amerikai tuddsok ésszertisiteni szeretnék fontot, labat és
mas hasonlo egységeket hasznalo angolszasz
mértékrendszeriiket olyan modon, hogy az idének 1j
egységet valasztanak, amit tick-nek akarnak elnevezni. A
cél az, hogy 1 N erd, ami tudvalevdleg éppen 1 kg-m/s?,
pontosan 1 font-lab/tick? legyen. Hany masodperccel legyen
egyenl6 egy tick? Ismert, hogy 1 font 45,4 dkg-mal, 1 lab
pedig 30,5 cm-rel egyenld. (10 pont)

Megoldas:
font-1ab 1kg-m
tick2 =~ s2
(45,4 dkg) - (30,5 cm) (100 dkg) - (100 cm)
1 - =1
tick? s2
(5 pont)
45,4 - 30,5 _ 100-100
tick? s2
ek [#547305
1= 1700-100 °~
=0,372s.
(5 pont)

2. A fizika torténetének egyik kiemelten izgalmas €s fontos felfedezése, hogy egy fénysugar,
amely egy M tomegii csillagtol D tavolsagra haladna el, az M tomeg gravitacios eréterében o
szOgl iranyvaltozassal eltériil (lasd az abran).

Vegyiik szdmba, hogy milyen fizikai tényezoktol fiigg a o szogeltériilés (mindegyiknél
megadjuk a mennyiség jelét és az SI mértékegységét is):

a csillag M tomege, [M ]=kg,

3

a G graviticios (Cavendish) allando, [G]= km )
g-s
, . m
a c fénysebesség, [C] = 3

a D tavolsag, [D] =m.

A o szdgeltériilést SI-ben radianban mérjiik, amely mértékegység nélkiili mennyiség [5 ] =1,
mivel két hosszusag mértékegységli mennyiség (az ivhossz és sugar) hanyadosaként
definialjuk.

Probéljunk eldallitani a fenti négy fizikai mennyiségbdl — szorzas, osztas és hatvanyozas
miiveletekkel — egy Y mértékegység nélkiili ([Y | =1) mennyiséget, amelyre § <Y , azaz a
szogeltérés aranyos kell, hogy legyen ezen Y mennyiséggel! (A konstrukci6 soran figyeljiink

arra is, hogy fizikai képiink alapjan a fenti mennyiségek melyike miként befolyasolhatja —
novelheti, vagy csokkentheti — az eltériilés mértékét!)
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(Megjegyzés: a klasszikus (Newtoni) fizika torvényeib6l levezetve & =2-Y , mig Einstein
altalanos relativitaselmélete alapjan 6 =4-Y adodik. A Nap kozelében elhalado fénysugér
elhajlasara Eddington altal elvégzett pontos mérések Einstein altal kapott értékkel esnek
egybe, ez az altalanos relativitaselmélet egyik fontos kisérleti igazolasa.) (10 pont)

Megoldas:
A legegyszeriibb mértékegység nélkiili (dimenziotlan) kifejezés, amelyet a négy
mennyiségbdl elo lehet allitani:
G-M
Y = (10 pont)

D.-c?’

[lletve ennek a reciproka is nyilvan dimenziotlan, de fizikai szemlélet alapjan az eltériilés
mértéke nd a tomeggel, de csokken a tavolsaggal, tehat a fenti kifejezés a megfeleld.

Megjegyzés:
Altalanosan az ilyen tipusi megfontoldsokat dimenzidanalizisnek nevezziik. Keressiik tehat
az Y mennyiséget (szorzas, osztas és hatvanyozas muveletekkel) a kovetkezd alakban:

Y=M*"-GY.c*-D',
ami a mértékegységekre vonatkozoan:

X y z v X m3 ’ m i v (x=y) (By+z+v) (-2y-2)
[Y]=1=[M] (O] [e] -[O] =kg™ | Tz | (7| -m =k om0

egyenletre vezet, azaz az alabbi:

X—y=0

3y+z+v=0

—2y-2=0
egyenletrendszerre, amely (1évén 4 véltozora csak 3 egyenletiink) hatdrozatlan, igy példaul x-
el kifejezve:

y=X
7=-2X
V=-—X

Legegyszerlibb (és a fizikai képiinknek is megfeleld) megoldasazx =1,igyy=1,z=-2,
V = -1, tehat:
v=& 'V:

D-c
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3. Aladar tlizijaték-rakétakkal jatszik. A rakétak fliggblegesen mozognak, és pillanatszeriien
indulnak el, azaz elhanyagolhat6 id6 alatt érik el allandé emelkedési sebességiiket, majd
inditasuk utan egy bizonyos idével felrobbannak. Aladar taviranyitot hasznal, és biztonsagos
20 m tavolsagra all az inditas helyétél. Az inditas hangja utdn 1 masodperccel latja a
robbanast, majd tovabbi 0,2 s elteltével hallja is a robbanast. Mekkora a rakétak sebessége?
(Aladar testmagassaga a rakétak altal elért magassaghoz képest elhanyagolhaté.) (15 pont)

Megoldas:

Ismert mennyiségek: X =20 mty =15, t, =0,2 s és ¢ = 340 m/s (hangsebesség). Jelolés: a
rakéta h magassagig jut el, sebessége v. Keressiik: v-t.

Az abran a geometriai méreteket feketével irtuk, a hang terjedési idejét kékkel, a rakéta
menetidejét pirossal irtuk.

i

(a) (b)
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Aladar majdnem pontosan akkor latja a robbanast, amikor az ténylegesen megtorténik a rakéta
emelkedésének legmagasabb pontjan [(a) abra].

h x
t; = az emelkedés iddtartama — az inditas hangjanak terjedési ideje = 5%
(5 pont)
A robbanas képének és hangjanak megérkezése kozott eltelt id6 a to [(b) abra].
VREE R
t, = arobbanas hangjanak terjedési ideje a rakéta helyét6l Aladarig = —
(4 pont)
A masodik egyenletbdl:
2
h=(c t,)? —x% = \[(340%- 0,2 s) — (20 m)? = 64,99 m.
(3 pont)
Ezt hasznalva az els6 egyenletbdl:
B h B 64,99 m B
L CE T [ _20m
¢ 340
= 69,1~
(3 pont)

4. Egy egyenes utszakaszon egyforma
gépkocsik haladnak v = 50 km/h
sebességgel €s azonos kovetési
tavolsaggal. A gépkocsik legrovidebb
fekutja is megegyezik.

a) Egy elol halad6 gépkocsi
feklamp4ajanak kigyulladasa és a mogotte
halado lassulasanak kezdete kozt eltelt
1d6 a gépkocsivezetd cselekvési ideje. Ez
alatt a gépkocsi lassulasa zérus. A
vezetOk cselekvési ideje tes = 2 S.
Mekkora utat tesz meg egy gépkocsi a cselekvési id6 alatt? (2 pont)

b) Mekkora a fékut, azaz mekkora utat tesz meg egy gépkocsi a fékezés soran, ha lassulasa
a =5 m/s?? (2 pont)

c) Legalabb mekkora legyen a kdvetési tavolsag, hogy az egyik gépkocsi hirtelen fékezésekor
a mogotte halado titkdzés nélkiil meg tudjon 4llni? A gépkocsik a sajat feklampajuk
kigyulladasakor kezdenek el lassulni. (1 pont)

d) A gépkocsik hossza L = 5 m. Legfoljebb hany gépkocsi haladhat at oranként egy adott
utszelvényen a megadott sebességgel, ha betartjak a kovetési tavolsagot? (5 pont)

Megoldas:

a) A cselekvési id6 alatt megtett Gt (2 pont): S =Vt = w ~27,78m.
S
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2 2
b) A fékat (2 pont): s, = 1389 19 20m.
2a  2x5
¢) A kovetési tdvolsag megegyezik a cselekvési id6 alatt megtett uttal, mert a fékezd jarmiivek
fékutja megegyezik (1 pont): k=s,~27,78m.

d) Akkor halad at legtobb gépkocsi, ha egyik sem fékez, és mindegyik kdzott a tavolsag
legfoljebb a kdvetési tavolsag. (1 pont)

‘ﬁ , - lﬁ
L k L k L

A gépkocsik €s a gondolatban hozzajuk képzelt kdvetési tavolsaguk v sebességgel haladnak.
Ha t id6 alatt N darab gépkocsi halad at egy adott utszelvényen, a konvoj hossza megegyezik
at1do alatt v sebességgel megtett uttal:

N(L+k)=vt.
Innen az idéegység alatt athaladd gépkocsik szama legfoljebb (3 pont):
N v 50km/h 50000 m/h darab
n=_— — = = ~1525,4——.
t L+k 5m+27,78m 5m+26,23m ora

A kovetési tavolsagot betartva legfoljebb 1525 gépkocsi haladhat at 6ranként. (1 pont)

5. Mekkora sulyt erdsithetiink az abran lathato egyszert vallfa végére anélkiil, hogy a vallfa
lefordulna onnan, ahova akasztottuk (a kis karikéaval jelzett pl. szogre)? A vallfa kampds
rész¢ét nagyon konnyi drétbol hajlitottak, és a kampd egyenes vége egy fa keresztradhoz
csatlakozik, mely 30 cm hossza és 200 g tomegii. A kampo ives része 2,5 cm atmérdji
korivbe van hajlitva, aminek kdozépponti szoge 240°. Az iv kozéppontja és a fa keresztrud
kozotti tavolsag 5 cm. Minden strlodas elhanyagolhat6. (20 pont)

Megoldas:

Ismert mennyiségek: | =30 cm, m =200 g, r =2,5cm, a = 240°, h =5 cm. Keressiik: M-et.
Ha a vallfanak surlodasmentesen kell megéllnia a sz6gon, akkor a lefordulas hataresete az,
amikor a kampo ives része a legvégével tdmaszkodik a sz6gon, és az érintkezd rész vizszintes
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iranyu. Ilyenkor a M tomegi suly és a vallfa m tomegt keresztrudjanak kdzos
tomegkdzéppontja (TKP) pontosan a szog alatt van.
(7 pont)

(5 pont)
Ha ilyenkor a sulyt még megndvelnénk, akkor a témegkdzéppont jobbra tolodna, az
egyensulyhoz pedig a vallfa az 6ramutato jarasaval egyezOen elfordulna. Mivel azonban a
sturlodasmentesen tdmaszkodd kampd érintkezd része jobbra lejt, ezért a rendszer lecsuszna a
szOgrol.
Hatarozzuk meg, hogy milyen M tomeg esetén van az abran lathaté helyen a tomegkdzéppont.
Hasznalva a berajzolt x—y koordinata-rendszert a tomegkdzéppont X-koordinatajanak

egyenlete a kdvetkezo:
l

m-0+M-5
—2 p—
m+ M V3h
(5 pont)
amit atrendezve az eredmény
V3h V3-5cm
M:l m=35m 200 g =
5~ V3h 5~ V3-5cm
=273,24¢.

(3 pont)
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6. Egy kétkara mérleg karjainak hossza és tomege nem
pontosan azonos. Egy test todmegét a kovetkezé mddon L= L
mérjiik meg egy ilyen mérleggel.

(Ez a Gauss-féle felcserélési modszer.)

1. Megallapitjuk a terheletlen mérleg egyensulyi helyzetét
(1. abra).

2. Az ismeretlen m tomegii testet a bal serpenyére &
helyezziik, majd a jobb serpeny6re helyezett m; tomegi 1. abra
mérosullyal kiegyensulyozzuk a mérleget, bedllitjuk az
el6z6 egyensulyi helyzetet (2. dbra). 5

3. Az ismeretlen m tomegii testet athelyezziik a jobb
serpenydre, €s a bal serpenydre helyezett my tomegii
mérdsullyal ismét kiegyensulyozzuk a mérleget, ismét i
beallitjuk az egyenstlyi helyzetet (3. abra). 2. 4bra @

Adatok:
A mérlegkar teljes hossza:

Ly + Lj =400 mm.
Bal serpenydre helyezett mérdsuly tomege: mp = 125 g,
Jobb serpenydre helyezett mérésuly tomege: m; =123 g.

a) Mekkora a test tomege? (10 pont)
b) Mekkora a mérlegkarok hossza? (5 pont)

Megoldas:
a) A terheletlen mérleg kiegyensulyozott allapotban van, igy a mérlegkarra haté erdk

forgatonyomatékanak ereddje zérus. (2 pont)
A 2. és 3. esetben is igaz az, hogy a mérlegkarra haté er6k nyomatéka zérus, azaz (4 pont):

mgL, =m; gL, m, gL, =malL;.
Egyszerisitsiink:
mL, =m;L;, m, L, =mL,;.
Osszuk el a két egyenletet egymassal, és fejezziik ki a keresett tomeget (4 pont):
mL, _ ML
—2 =—1J m=,/mm =,1259gx123g ~123,9969 ~1249.
L mL Jm,m; =/125¢ x123g g ~124g

b) Szorozzuk &ssze a két egyenletet, és fejezziik ki a karok aranyat (2 pont):

mL, =m;L;, m, L, =mL;, mL,m, L, =m,LmL,,

m.
LM /%z0,99197z0,992, L, ~0,992L,.
L, \m, V125

A két kar hosszanak Osszege ismert. A két egyenletbdl a karok hossza (3 pont):
L, +L;=400mm, 1,992L,=400mm, L, =200,81lmm, L,=199,19mm,
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1. Két, nagytomegii égitest libracids pontjai (Lagrange-pontjai) azok a pontok a vilagiirben,
ahol egy kis tomegii harmadik test (pl. Girszonda, tirtavesd) nyugalomban van a két
nagytomegl égitesthez viszonyitva. (Lagrange 1772-ben kimutatta, hogy minden égitest-
parosnak 5 libracids pontja van.) A Nap-Fold rendszer libracios pontjait lathatjuk a mellékelt
abran.

A 2021. dec. 25-én utjara bocsatott Webb tirtavesd az L2 libracios pont koriil kering a Napot a
Folddel 6sszekotd egyenesre jo kozelitéssel merdleges sikban.

R 0

Hold

R r=?

A Nap-Fold rendszer Lagrange pontjai A Webb tlrtavesé az L2 pont koriil kering

A kovetkezo egyszerlsitd feltételek mellett hatarozzuk meg az L2 libracios pont Foldtol mért

tavolsagat.

e A Napot ¢és a Foldet tekintsiik pontszeriinek.

e A Naphoz rogzitett vonatkoztatasi rendszert tekintsiik inerciarendszernek.

e Tomegek: Nap: M = 1,983x10%° kg, Fold: m = 5,974x10% kg.

e A Nap, a Fold és az L2 pont egy egyenesen fekszik, amely allando Q2 szogsebességgel
forog a Nap kortil.

e A Fo6ld R = 149,6x10°% km, az L2 pont R + r sugart korpalyan kering a Nap koriil. A rajz
nem meretaranyos.

e Az L2 pontban levo testre hatd, a Nap irdnyaba mutatd centripetalis erd megegyezik a Nap
¢s a Fold gravitacios vonzoerejével.

e Csak a Nap ¢és a Fold gravitacios vonzoerejét vegylik figyelembe (a tobbi égitest hatasat
hanyagoljuk el).

a) Mekkora az L2 pont Foldt6] mért r tavolsaga? (15 pont)
b) A Nap-Fold rendszer tomegk6zéppontja milyen tavol van a Nap tomegkdzéppontjatdl?
(5 pont)

A szamitas soran hasznalja ki a kdvetkez6 kozelitést: ;2 ~ iz(l— ZLJ .
(R+r)” R R

Megoldas:
a) A feladat szerint az L2 pontban levd testre hato gravitacios erdk ereddje egyenlo a testre

hato centripetalis erével (5 pont):
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Mﬂ2+Gmf:F ahol F,=u(R+r)2?%,

G - :
(R+r)y vt 7 i

M m
- +G— =(R+r)2°.
(R+r) r
A Foldre hat6 gravitacios erd egyenld a Foldre hato centripetalis erdvel. Innen a szogsebesség
négyzete (5 pont):
Mm M
G—,=mRQ*,  *=G_;.
R R
Visszahelyettesitve a szogsebesség négyzetét az eldzd egyenletbe, és egyszertisitve:

M 27Lsz=(R+r)GM3, L 2+m/2M =(R+r)i3.
(R+r) r R (R+r) r R
Alkalmazzuk a megadott kozelit6 Gsszefliggést (5 pont):
1 ry m/M 1 r mR’ 1 r
—|1-2— |+ #(R+r)—=, 1-2—+——~=~(R+r)==1+—,
RZ( Rj r ( )R3 R M r? ( )R R
2 m 24
DR ~al reRIS, re149,6x10°kmxd 2200 g 4ggx10°km.,
M r R 3M 3x1,983x10

(Az eredeti 5. foku egyenlet pontos megoldasaval kapott érték 1,493 milli6 km.)

b) A Nap-Fold rendszer tomegkdzéppontjanak tavolsaga a Nap tomegkozéppontjatol:
(5 pont):

24
M _149,6x10°km 597410

Ms=m(R-5s), s=R
( ) m+M 5,974x10% +1,983x10*

~ 448km .

8. Az emberiség egyik jovObeli nagy tudomanyos-
technikai (vagy inkabb tudomanyos-fantasztikus) terve,
hogy a Fold két atellenes felszini pontja kozott
,»CsOpostat”, azaz egy — a Fold kdzéppontjan athalado —
egyenes alagutba helyezett csovet fektessen. Mennyi id6
alatt ér 4t a masik oldalra a csOposta egyik végén beleejtett
(extrém viszonyok elviselésére tervezett) kapszula? (A
csOben légritkitott teret tartanak fent, igy a mozgast
akadalyoz6 erdk elhanyagolhatok.) Mennyi id6 alatt tudna
eljuttatni a célba egy 1000 km/h sebességii repiilégép a
kapszulat?

A Foldet tekintse jo kozelitéssel homogén anyagsiirliségli gdmbnek, a sziikséges adatokat
keresse ki a Fiiggvénytablazatbol!

Fontos segitség: homogén anyagsiiriiségli gomb esetén a gdmb kdzéppontjatol r tavolsagban
az m tomegii kapszulara hato erd csak az r sugari gomb M(r) tomegével valo gravitacios
kolcsonhatasbol szarmazik. Az ebbdl levezethetd gravitacios erd tdvolsagfiiggése nem
emlékezteti egy masik jol ismert és kozépiskolaban is részletesen targyalt eréhatasra? (20
pont)
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Megoldas:

Amikor a kapszula r tavolsagra van a Fold kozéppontjatol, az m tdmegii kapszulara hato erd
az r sugari gomb M(r) tomegével valo gravitacios kolcsonhatasbol szarmazik, amely gémb
tomegkozeéppontja tovabbra is a Fold kozéppontjaban van, tehat:

m-M(r

F(r)zg.—z( ), (3 pont)
r
amelyben a p striiségi, r sugaru gomb tomege:
M(r)z%rr?'p. (1 pont)
A stirtiséget a Fold Mr tomegébdl és Rr sugarabol fejezhetjiik ki:
A 3M
M.=—R3p > p= F_. 1 pont
igy:
3
4 M r
M (r):—”rS-B—Z: M| — | .
3 ArR; Re
Ezt visszairva a gravitacios erdbe:
3
m-M- [r«rj M
m- -r
F(r)=G- >~ =G £, (3 pont)
r R:
az er6hatés irdnyat is figyelembe véve az alabbi alakba irhatjuk at:
F(r)=-D-r,
-m-M

azaz rugoerd jellegli, ahol D = G—aF (5 pont)

F
Ez fontos észrevétel, mivel ismert, hogy rugoerd esetén az m tomegi test harmonikus
rezgOmozgast végez:

T:27r\/E
D

periodusiddvel, ami jelen esetben:

3
M _or | R 50615 (5 pony
G-M,

A kapszula az utat a Fold két atellenes pontja kozott T/2 alatt teszi meg, tehat mintegy 42 perc
alatt.

A Fold két felszini pontja kozotti legrovidebb tt a két ponton atmend f6kor iv, jelen esetben
tehat a repiilogép szamara a megteendd ut a Fold kertiletének fele, amihez sziikséges 1d6:

_7-Re _ 7-6,371-10°km
Vrepulé’ 103 kr%

Tehat a repil6gépnek ugyanerre 20 6ra sziikséges.

t

=20h (2 pont)
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9. M = 7600 kg tomegii automentd tréler egy m = 1600 kg tomegii autdt szallit. A tréler
lejtés rampéja o = 30° szoget zar be a vizszintessel.
A tréler vezetdje — aki beugrott egy presszoba egy
kavét meginni — sajnos két hibat is vétett. Egyrészt
rosszul rogzitette a (behuzott kézifékl) gépkocsit a
rampa tetején, amely el kezd lefelé cstszni a lejton,
masrészt nem huzta be a tréler kézifékét, igy az
szabadon gordiilhet a vizszintesnek tekinthetd
talajon. A kocsi és a rampa kozotti cstiszasi surlodasi
tényez6 0,4, a tréler talajon valo gordiilésénél a
mozgast akadalyozo erét elhanyagolhatjuk.

Mekkora (rampahoz képesti) gyorsulassal csuszik
lefelé a gépkocsi €s mekkora gyorsuldssal mozog a tréler a talajhoz képest? Készitsen abrat,
amelyre jol lathatd modon berajzolja a trélerre és az autora hato eréket! (30 pont)

Megoldas:

Adatok: M = 7600 kg, m = 1600 kg, o= 30°, x = 0,4, g = 10 m/s?.

Az aldbbi abran berajzoltuk a testekre hato erOket. A tréler A gyorsulasat vizszintesen jobbra,
a gépkocsi a gyorsuldsat pedig a trélerhez képest lejtdiranyban lefelé vessziik pozitivnak
(fizikai szemlélet alapjan ezek kézenfekvok, de nem okoz semmi gondot, ha ellentétesen
vessziik fel az iranyokat, amennyiben a tovabbiakban konzekvensen dolgozunk, akkor a
gyorsulasokra negativ érték adodna). Az attekinthetdség érdekében a gépkocsira hato erdket
kék szinnel, a trélerre hatokat pedig piros szinnel rajzoltuk be. A gépkocsira az mg sulyerd, az
N feliileti kényszererd (tartoerd) €s az Fs strlodasi erd hat, mig a trélerre az N2 kényszererd
¢s az Fs surlodasi erd ellenerdi (hatas-ellenhatas torvénye!), valamint az Mg sulyerd és a talaj
N1 tartoereje hat. (a helyes eroabraért 8 pont)

[rjuk fel eldszor a tréler mozgasegyenleteit!
Fliggdleges iranyban (nulla a gyorsulas):

M-0=N,-M-g-N,-cosa—-F -sina (3 pont)
Vizszintes iranyban (a gyorsulas A):

M-A=N, sina—-F, -cosa (3 pont)
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frjuk fel a gépkocsi mozgasegyenleteit!
Lejtére merdleges iranyban:

m-(-A-sina)=N,-mg-cosa (*) (3 pont)
Lejtéiranyban:
m-(a—A-cosa)=mg-sina — F, (**) (3 pont)

Az els6 egyenlet a feladat kérdései szempontjabol mellékes (csak az Nj tartderdt hatarozza
meg), a masik haromba pedig a surlodasi erd F, = z£- N, definicidjat is felhasznalva (2 pont):

M-A=N,-sina—u-N, -cosa (1)
m-(-A-sina)=N,-mg-cosa 2)
m-(a—A-cosa)=mg-sina—u-N, (3)

(tehat ha a fentivel ekvivalens egyenletrendszert felirja, akkor 3+3+3+3+2 =14 pontot kap)

Vegyiik észre, hogy (1) és (2) kétismeretlenes egyenletrendszer N» és A valtozokra. Az (1)
egyenletbdl:

M-A

N, =— ,
sina— u-cosa

(2 pont)

amelyet (2)-be helyettesitve kifejezhetjiik A gyorsulast:
mg -cos

. M
m-sina + —
sina— u-cosa

A=

m
=0,276 o (2 pont)

Ennek birtokaban mar N2 is megvan:
N, =13636 N (2 pont)

Ezeket (3)-ba helyettesitve megkapjuk a gyorsulast is:

a=A-COSa+g~Sina—'u;nN2 =1,83 mz (2 pont)
s

Tehat a tréler 0,276 m/s? gyorsulassal mozog eldre (az dbrankon jobbra), a gépkocsi pedig
1,83 m/s® gyorsulassal cstszik a tréler rampajan lefelé.

Megjegyzés: a feladat megoldhato gy is, hogy a gépkocsi mozgéasegyenleteit a trélerhez
rogzitett koordinata rendszerben irjuk fel. Ekkor a (*) és (**) egyenletekben az A-val aranyos
un. tehetetlenségi erékomponensek a jobb oldalon jelennek meg:

0=N,-mg-cosa+m-A-sina (*)

m-a=mg-sina—-F,+m-A-cosa (**)
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10 A mellékelt abra felsé részén egy visszacsapo fjkar
ijat lathatunk felajzott, illetve kifeszitett allapotban.
Az als6 abrarészen az ij egyszerusitett erddiagramjat
abrazoltuk (a feszitdero fliggését a nyilvesszd
elmozdulasatol).

kifeszitett
felajzott

a) Mekkora munkaval lehet a felajzott fjat kifesziteni <
60 cm-re? (8 pont)

b) A nyilvessz6 tomege 50 gramm. Mekkora
sebességgel hagyja el a nyilvessz6 az ijat? (A
l1égellenallast €s az ij belso surlodasi vesztesegét
hanyagoljuk el.) (2 pont)

c) Legfoljebb mekkora tavolsagra lehet ezzel az ijjal
16ni, ha a légellenallast elhanyagoljuk? g = 10 m/s?.
(3 pont) 250

d) Miért eldny0s, hogy az i) megfeszitésének végén a
feszitéerd fokozatosan csokken? (2 pont)

FN

504 —_
0
Megoldas: 0 10 30 60 X,cm

a) A munkadiagram négy részbd6l all, az ered6 munka ezek 9sszege (8 pont):

W :@O,lm+200NxO,2m+ 200N 0,3m+50Nx0,6m=110J.

b) A nyilvessz6 kezdGsebessége a munkatétel alapjan (2 pont):
wW=Im?, - \/ZW = JZXllOJ = /4400 m/s ~ 66,33 m/s ~ 239 km/6 .
m

2 0,05kg

¢) Legnagyobb a 16tavolsag a vizszintessel 45°-0s szOgben iranyitott 16véssel (3 pont):
‘= v2sin 2a _ 4400sin (2>< 45°)
g 10

=440m.

d) A feszitéerot az ijasz fejti ki a két karjaval. A kisebb feszitéerd pontosabb célzast tesz
lehet6vé. (2 pont)

11. Dénes banant pakol egy zacskoba egy iizletben, és
mieldtt fizetne, az az Otlete tAmad, hogy ha a zacskot &
héliummal toltené meg levegd helyett, akkor a mérleg Eale
kevesebbet mutatna, és kevesebbet is kellene fizetnie. Az e
tizletben ugyis onkiszolgald a pénztar, senki nem figyelne fel
a héliumtol puffadé zacskora. Hatarozzuk meg, hogy
mennyibe kellene keriilnie 1 kg banannak, hogy Dénes kis
csinye anyagilag megérje. Tegyiik fel, hogy a hélium légkori
nyomasu a zacskoban és hogy a banan siirlisége a viz
stirtiségével kozelithetd. Egy kg hélium ara nagyipari
kiszerelésben kb. 11 000 Ft. (20 pont)
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Megoldas:
Ismert mennyiségek: a hélium egységara, jelolhetjiik a kovetkezéképpen: Xve = 11000 Ft/kg,

tovabba a hélium és a levegd anyagi jellemzdi. Keressiik: Xp-t (a banan egységarat).

A miivelet soran ugy lehet haszonra szert tenni, hogy a héliummal t6ltott zacsko felhajtoereje
miatt a mérlegrol a ténylegesnél kisebb tomeg olvashatd le, és ennek a valodi tomegtdl valo
eltérése a bandn egységaraval szamitva megtakaritas lesz. Csakhogy a mérés elott be kell
fektetni a héliumba, ami 0sszegszerlien a hasznalt hélium tomegének és a hélium
egységaranak a szorzata lesz. Az elért haszon feltétele a kovetkezo:

JAM” - xp — Mye * Xge > 0
(4 pont)

Az idézdjelek a ,,Am” koriil azt jelentik, hogy természetesen nem valtozik a banan tomege,
hanem a leolvasott menyiségben van kiilonbség a héliumos zacskoban €s a kozonséges
zacskoban torténd meérés kozott. A ,,Am”-hez tarsithatod stlyerd a kétféle mérés soran fellépd
felhajtoerdk kiilonbsége csokkentve a zacskoban talalhatd hélium stlyaval (a hélium nélkiili
mérés meggondolasanal Gigy jarunk el a legegyszeriibben, hogy a zacskobeli levegdvel nem is
foglalkozunk, mivel annak sulya, €s a ra hat6 felhajtéerd éppen kiejti egymast).

Kiilonboztessiik meg a kétféle mérést ,,B” (mint ,,becsiiletes™) és ,,Cs” (mint ,,csiny”)
indexekkel, és jeloljiik Vb-vel Vz-vel és Vhe-mal rendre a banan, a zacskd anyaga és a
felhasznalt hélium térfogatat, valamint pev-vel a levegd stirliségét:

WAM” - g = Freycs — Frelg — Mye * g
= (Vb+Vz+VHe)'plev'g_(Vb+Vz)'plev'g_mHe'g
= Vhe " Plev " 9 — Ve " PHe - 9
(6 pont)
Az eredményt behelyettesitjiik a haszon feltételébe:

(VHe *Plev — VHe ' pHe) *Xp — Mye " XHe = (VHe *Plev — VHe ’ pHe) *Xp — VHe * PHe * XHe
>0
(4 pont)
Ez utébbi alakbol pedig kijon, hogy
PHe

Xp > ——-
Prev — PHe

XHe

(3 pont)
tehat a példa szovegezésének megfelelden csakugyan van egy minimalis 4ra a banannak, ami
alatt anyagilag nem éri meg a cselhez folyamodni. A két gaz stirliségébdl képzett tort
tobbféleképpen megkaphato, pl. a Fiiggvénytablazatokbdl vald kikeresés és a miiveletek
elvégzése révén, de kihasznalhato az is, hogy a stiriiségek (a gazok megegyez6 allapotjelz6i
mellett) egyenesen aranyosak a moltomegekkel:

g
_Pue o Mue *mol Ft
Prlev — PHe He Moy — My, e 29i — 4-i kg

xb>

_ Ft
= 1760 s (3 pont)
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12. Bergengocia egyik jeles egyetemi varosaban a
campus foterén egy szokokiat mikodik, aminek N db
egyforma vizkdpdje van ugyanarra a szivattytra kotve,
mind fliggdlegesen felfelé¢ vannak iranyitva, és h
magassagig szokik ol beldliik a viz. Egy napon egy
kivételével a vizkopok mindegyike teljesen eldugul,
mikozben a szivattyl idéegységenként tovabbra is
ugyanannyi vizet szallit, mint korabban. Milyen
magasra jut igy a vizsugar a megmaradt vizkop6bol?
(15 pont)

Megoldas:
Ismert mennyiségek (nem szamszertien, hanem paraméteresen): N, h. Keressiik: 4 '/h-t.

Ha az N darab vizkopdbdl csak egy miik6dd marad, mikdzben a szallitott vizmennyiség
allando, akkor a kifolyas sebessége meg fog noni.

(2 pont)
Az id6egységenként szallitott viztérfogatot (,,folyadékhozamot™ vagy térfogataramot,
jelolésben qv-t) az A aramlasi keresztmetszet és V sebesség hatarozza meg a kovetkezéképpen:

qyv =A-v
(3 pont)
Legyen A egy vizkopd keresztmetszete, és v a kidramlas sebessége. Ezekkel a szallitott
térfogataram a kovetkezo:

qy=N-A-v

(2 pont)

A térfogataram a feladat szerint akkor is ugyanannyi, amikor csak egy vizkop6 marad

miikodoképes:

Q=47

(2 pont)

A kiaramlas megnovekedett sebessége tehat

, N-A
v = ( Y] ) v=N-v

(2 pont)

A h magassag, ameddig a vizsugar szokik, a v kezdOsebességii fliggdleges hajitas magassaga
(ami akkor is adodik, ha meggondoldsunk soran a Bernoulli-egyenletbdl indulunk ki):

B = v
=23
(2 pont)
A vizsugar Uj és a régi magassaganak ardnyara igy a kovetkezd adodik:
2
v
h’_ﬁ_v’z_(N-v)Z_
h v: w2 pz
29
=N?

(2 pont)
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13 A hagyomanyos kerékparpumpa részei:
hengeres pumpacsd, dugattyt, dugattyurad,
fogantyd, pumpafej, tomld. A dugatty borbdl
préselt gytsziialakl rugalmas alkatrész.

fogantyu @& :

dugattyurud

dugattyarad

o > e pumpacsé |§
Egy kerékparpumpa csdvének atmérdje )
d = 20 mm, a dugattytl magassaga h =8 mm, a ) prmpacse

, , P dugattyu

rugalmas palast vastagsaga elhanyagolhat6 az (pumpabyr) alatétek
atmérdjéhez képest. ‘ "
A dugattyt és a henger kozt a surlodasi tényezo ' E =
1=0,2. A dugattya folotti térben a teljes - ’I =, =
(abszolut) nyomas po = 100 kPa (ez a —— # dugatty(
légnyomas), a dugattyu alattiban p = 400 kPa. T
a) Milyen er6 biztositja a dugattyu és a henger kozti tomitést
(1égzarosagot)? (2 pont) d

b) Mekkora nagysagu erével nyomddik a dugattyu palastja a

pumpacs6nek? (3 pont)

¢) Mekkora a surlodasi eré a dugattyu és a cs6fal kozott? (3 pont)

d) Mekkora F eré nyomja a dugattyarudat, amikor az kis sebességgel lefelé mozog? (3 pont)
e) Amikor a dugattyut lefelé nyomjuk, tekintsiik veszteségi munkénak a stirlodasi munkat,
hasznos munkanak a befektetett 6sszes munka és a strldodasi munka kiilonbségét. Hogy
aranylik a hasznos munka a befektetett 6sszes munkahoz, azaz mekkora a hatasfok? (4 pont)

Megoldas:

a) A rugalmas dugattyt palastjat (szoknyajat) a belsé nyomas nekinyomja a pumpacsének, ez
biztositja a 1égzarosagot. (2 pont)
b) A nyomoer6 (3 pont):
Fy,=7dhp, F, =7x002x0008x4x10°~2011N.
¢) A surlodasi er6 (3 pont):

Fy = #F,, =02x20L1IN~ 402N,

d) A dugattyarud iranya gazerd (3 pont):

2 2
F.=(p- po)dT”, F.., =(400-100)10° 0,02 T ~942N.
A dugattyuradra hat6 erd, ha a dugattya lefelé mozog:
Fe = Fy, + Fn =1345N.

e) A hasznos munka és az 6sszes munka aranya megegyezik a megfeleld erdk aranyaval
(4 pont):

( _ )dzﬂ'
n= I:Ie — Fst]rl — Fgéz — P~ P 4 — (p - pO)d
2 )
Fle FSﬂr|+FgéZ ﬂﬁdhp+(p—p0)d4ﬂ- 4ﬂhp+(p_p0)d
. (400-100)x 20 ~701%

" 4x0,2x8x 400+ (400-100) 20
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14. A Nap besugarzott feliileti > :
. /é' E “%eN
teljesitménye egy adott helyen az ott ‘ 5;6"'_‘ > core2™®
levd 1 m?-es feliiletre merélegesen VT~
beesd napsugarzasi teljesitmény. napsugarak > .
Egysége W/m?. K oV
gysege [z & o

Ezt a feliileti teljesitményt felhdmentes B\
idében, a nyari napforduldn, janius 21- féldpalya sikja @

C

én délben akarjuk megmérni

Kecskeméten, amely az Egyenlit6t6]

@ = 46,9°-ra északra fekszik. A Fold

forgastengelye ¢ = 23,5°-ot zar be a

foldpalya sikjaval. (Az abra a Fold

helyzetét mutatja a nyari napfordulon a foldpalya sikjabol nézve.)
a) Hany fokos szogben (y = ?) latszik a Nap a latohatar f616tt ezen a napon délben,
Kecskeméten? (5 pont)

A mérést a szabadban, a Nap
delelése eldtt fel oraval kezdjiik. “3950%3
Két egyforma, Ao = 1 dm? \ \
alapteriiletii, matt feketére festett \\
talcaba vizet ontiink, majd
lemérjiik a tomegiiket. Ezutan a
talcékat egy vizszintes asztallapra
helyezziik, és az egyiket egy -
arny€kolo lappal learnyékoljuk a
napsugarak eldl. t = 1 6ra milva ismét megmérjiik a talcak tomegét. Az tapasztaljuk, hogy a
napsiitotte talcabol Am = 15 g-mal tobb viz parolgott el, mint az a&rnyékban levobol.

A viz parolgashéje L = 2256 J/g. A vizfelszinrdl visszaver6dd sugarzast hanyagoljuk el.
Tételezziik 161, hogy a mérés kozben a Nap latohatar folotti szogmagassaga jo kozelitéssel a
délben mért értékkel egyenld.

b) Ezekbdl1 az adatokbdl becsiiljiikk meg a Nap besugarzott feliileti teljesitményét. (10 pont)

Megoldas
a) Merdleges szara szogek egyenldségébol kovetkezik, hogy (3 pont):

p=a+e¢, a=@—&=46,9°-23,5°=23,4°.
A Nap latohatar f616tti szogmagassaga deleléskor (2 pont): » =90°—a =66,6° .

b) Mivel a két talca helyzete kozott energetikailag csak az a kiilonbség, hogy az egyiket siiti a
Nap, a masik pedig arnyékban van, foltételezhetjiik, hogy a tobbletparolgashoz sziikséges
tobbletenergiat a napsugarzas biztositotta. (2 pont)

A tobbletparolgashoz sziikséges energia (2 pont):
Q=AmL.
Ha a besugéarzott feliileti teljesitmény E, a bejelolt Ao feliiletre t id6 alatt besugarzott energia
(2 pont):
W =EtAcosa .
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A két energia a feltételezésilink szerint megegyezik, ebbdl a keresett feliileti teljesitmény
(4 pont):
AmL 15gx2256J/g w

EtA,cosa =AmL, E= = 5 ~1024— .
tA,cosa  36005x0,01m*xcos 23,4° m
n=3
15 Az abran lathat6 létrakapcsolasokban minden
ellenallas nagysaga R.
n=2

a) Mekkoraaz n =1, 2, 3 foku létra A-B pontja kozotti
R1, R2, Rs eredé ellenallas? (5 pont)

n=1
b) Adja meg azt a rekurzios dsszefliggést, amellyel az n
foku létra ellenallasanak ismeretében kiszamithat6 az
n+1 fokua Iétra ellenallasa. (5 pont) A[]E ﬂ]B A 5 p 5

Ry R R

c) Mekkora az eredd ellenallasa a végtelen foku (n = )
ellenallasharmasbol 6sszeallitott Iétrakapcsolasnak? (5 pont)

Megoldas
a) Egyfoki létra: a 3 darab ellenallasa sorba vannak kotve, ezek ereddje (1 pont): R, =3R.

Keétfoku létra: a 3 folso ellenallas ereddje 3R, ez parhuzamosan kapcsolodik az 1. fok
vizszintes ellenallasdhoz, ereddjiik reciproka:

1 1

—+—.

R 3R
Ez a részellenallas sorosan kapcsolodik az 1. fok két fliggdleges ellendllasaval, ereddjiik
(1 pont):
1 3 11

1 1 :2R+4R=ZR.

N + R
R 3R
Haromfoku létra: a 3 f61s6 ellenallas ereddje 3R, ez parhuzamosan kapcsolodik a 2. fok
vizszintes ellenallasdhoz, ereddjiik reciproka:
1 1
—+—.
R 3R
Ez a részellenallas sorosan kapcsolodik a 2. fok két fliggdleges ellenallasahoz, eredd;jiik
(1 pont):

R, =2R+

r+3Rr-HRr_Rr .
4 4

Ez parhuzamosan kapcsolodik az 1. fok vizszintes ellenallasahoz, ered6jiik reciproka (1 pont):

1 1
.
R R,
Ez sorosan kapcsolodik az 1. fok két fliggdleges ellenallasahoz, ereddjiik (1 pont):
R, =2R+ ! 41

1,115
R R,
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b) A kétfoku létra ellenallasa kifejezhetd az egyfokuéval (2 pont):
R, =2R+ 1 1 1 =2R+ 1 1 1 =2R+ RRy :
LR T4t R+R
R 3R R R
A haromfoku Iétra ellenallasa a kétfokuéval kifejezve (2 pont):

R,=2R+ ! =2R+ RR,

R R,
Altalaban az n+1 foku létra ellenallasa az n foku 1étraéval kifejezve (1 pont):

R..=2R+ RR, :
R+R,

c) Legyen a végtelen foku létra ellendllasa X. Ha ehhez hozzdkapcsolunk még egy létrafokot,
az ellenallasa nem valtozik (mert a o +1 is végtelen), azaz (3 pont):
X =2R+ RRXX , RX+X?*=2R*+2RX +RX, X?-2RX -2R?=0.
+
A masodfoku egyenlet fizikailag értelmezhetd gydke (2 pont):

X1, :%(ZRJL\MRZ +8R2), X =(1+J§)R ~2,732R.




